Построение теории изгиба пластин в точной постановке by Крушевский, А. Е. & Tiedtke, T.
Белорусский национальный технический университет 
106 
ПОСТРОЕНИЕ ТЕОРИИ ИЗГИБА ПЛАСТИН В ТОЧНОЙ ПОСТАНОВКЕ 
 
Крушевский A.E., Tiedtke T. 
 
The article suggests a solution of the problem of вending fluctuations in case of exact performing the marginal 
conditions on torahs of plate. 
 
Как известно, при выводе уравнений Софи-Жермен технической теории пластин, вводят-
ся как априорные гипотезы Киргофа-Лява, так и допускаются некоторые противоречия. 
Например, напряжения xzτ  и yzτ  не подчиняются закону Гука, а напряжениями zσ  в 
одном случае пренебрегаются, а в другом нет. Кроме того, не учитывается инерция при по-
вороте элементарного столбика [1]. 
Указанные недостатки технической теории пластин, а также невозможность на торцах 
учесть касательной нагрузки заставили ученых построить различные уточненные теории 
[2,3]. 
По мнению авторов данной статьи наиболее совершенную теорию изгиба пластин 
можно построить, если заранее выполнить все краевые условия на торцах 
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±=τ . Это можно осуществить на базе любых полных рядов с 
использованием вариационного уравнения равновесия элементарного столбика [4]. 
В частности удобно применить ряды по полиномам Лежандра благодаря их ортого-
нальности [2]. Однако их ортогональность ограничивается самими полиномами. К сожале-
нию, их производные неортогональны, что не дает возможность получить замкнутое реше-
ние. 
Учитывая вышеуказанное обстоятельство, будем строить решение задачи в виде рядов 
Фурье по координате “z” с привлечением полиномов Лежандра для устранения неполноты 

























































где 1U , isU , 1V , isV , 0W , 2W , icW  – функции координат x, y и времени t. 





































 ∂+++∂+ ππ , 
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где +x , −x , +y , −y , +z , −z , +τ , −τ  – соответственно заданные на торцах касательная, 




















Для замкнутости системы строим четыре вариационных уравнения на возможных пе-
ремещениях 
h
izU π=δ 2sin , 
h
izV π=δ 2sin , 
h
izW π=δ 2cos , 10 =δW . 
Для этой цели записываем вариационное уравнение равновесия элементарного столби-
ка [5]. 





























































где Т – тензор напряжений, Eδ  – тензор возможной деформации, K

 – вектор массовых сил, 
ρ  – плотность материала, nF

 – поверхностная нагрузка на торцах “S” пластинки, zn  – про-
екция единичной нормали к торцам на ось z (для пластинки постоянной толщины 1±=zn ). 
Связь между тензором напряжений T и тензором деформаций E, устанавливаем на ос-










где I  – единичный тензор, τ  – температура упругого тела, udiv  – объемная деформация. 
Выбор вышеуказанных  возможных перемещений осуществлен на основе членов рядов 











 согласно теореме Дирихле. 
Итак, получаем следующие четыре вариационные уравнения, не содержащие бесконеч-
ных сумм благодаря ортогональности членов ряда Фурье со всеми производными: 
На возможном перемещении 
h
izU π=δ 2sin : 
( ) ( ) ( )




























































На возможном перемещении 
h
izV π=δ 2sin : 
( ) ( ) ( )










































































На возможном перемещении 
h
izW π=δ 2cos : 
















































































=∂ , 22 yx ∂+∂=∆ . 
Таким образом, имеем три уравнения связей (уравнений равновесия на торцах пластин-
ки) и четыре вариационных уравнения (уравнения равновесия внутри пластинки) с семью 
неизвестными функциями 1U , isU , 1V , isV , 0W , 2W , icW . 
Из трех вариационных уравнений находим isU , isV , icW  и подставляем их в уравнения 
связей, а также исключаем все обобщенные перемещения 1U , 1V , 2W  и получаем разреша-
ющее уравнение относительно 0W . 
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Полученное уравнение относится к классу операторных уравнений, содержащих произ-
водные бесконечно высокого порядка, и позволяет по новому рассмотреть задачи динамики 
и статики пластин. Кроме того, поскольку в постановке задачи нигде не ограничивалась 
толщина пластинки, то полученное уравнение можно рассматривать как результат пониже-
ния мерности задачи теории упругости для цилиндрического тела, ограниченного плоско-
стями 
2
hz ±=  и нагруженного соответствующей нагрузкой [6]. Отметим также, что при 
0→a  получим уравнение изгиба плиты при статической нагрузке, оператор которого сов-
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